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MIARA (NIEUJEMNA, PRZELICZLANIE ADDYTYWNA)

Definicja:
Przestrzeń mierzalna to para (X,F), gdzie X jest dowolnym zbiorem (zwanym
przestrzenia̧), a F jest sigma-ciaÃlem pozdbiorów przestrzeni X.

Definicja:
Miara̧ (w domyśle nieujemna̧) na przestrzeni mierzalnej (X,F) nazywamy funkcjȩ
µ : F → [0,∞] o wÃlasnościach:

1. µ(∅) = 0
2. dla każdego cia̧gu parami rozÃla̧cznych zbiorów An ∈ F , µ(

⋃· nAn) =
∑

n µ(An).
Drugi warunek nazywa siȩ przeliczalna̧ adytywnościa̧.

Każda miara posiada nastȩpuja̧ce wÃlasności:
1. µ(A ∪· B) = µ(A) + µ(B) (skończona addytywność),
2. A ⊂ B =⇒ µ(A) ≤ µ(B) (monotoniczność)
3. A ⊂ B =⇒ µ(B \A) = µ(B)− µ(A), o ile tylko µ(A) < ∞,
4. µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B), o ile tylko µ(A ∩B) < ∞.

Uwagi o miarach skończonych: Nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:
a. µ : F → [0,∞) (miara przyjmuje tylko wartości skończone),
b. µ : F → [0,M ] dla pewenej liczby M < ∞ (miara jest ograniczona),
c. µ(X) < ∞.

Miarȩ speÃlniaja̧ca̧ te warunki nazywamy miara̧ skończona̧.

Definicja:
Funkcja µ : M→ [0,∞] określona na rodzinie monotonicznej M jest cia̧gÃla z doÃlu
(z góry), jeśli dla dowolnego cia̧gu wstȩpuja̧cego (zstȩpuja̧cego) An zbiorów z M
zachodzi

µ(
⋃
n

An) = lim
n

µ(An)

(
µ(

⋂
n

An) = lim
n

µ(An)

)
.

Twierdzenie:
Miara µ na sigma-ciele F jest cia̧gÃla z doÃlu. Jeśli miara jest skończona, to jest ona
również cia̧gÃla z góry.
Szkic dowodu: Bierzemy wstȩpuja̧cy cia̧g zbiorów An i zapisujemy jego sumȩ jako
sumȩ rozÃla̧czna̧ różnic An \An−1 (konwencja: A0 = ∅). Wyrażamy miarȩ tej sumy
jako szereg. Szereg to granica cia̧gu sum czȩściowych, a n-ta suma czȩściowa w tym
szeregu to miara zbioru An.

Dla miary skończonej cia̧gÃlość z góry uzyskujemy przechodza̧c do dopeÃlnień
(prawa de Morgana) i tu stosuja̧c cia̧gÃlość z doÃlu.



PrzykÃlady miar

W poniższych przykÃladzach F może być dowolne, na przykÃlad 2X .
• Miara zerowa: µ(A) = 0 dla każdego A ∈ F .
• Miara “nieskończoność”: µ(∅) = 0, µ(A) = ∞ dla niepustych A ∈ F .
• Miara licza̧ca: µ(A) = #A (dla dowolnych zbiorów nieskończonych przyjmu-

jemy #A = ∞).
• Miara skupiona w punkcie (delta Diraca δx): Ustalamy pewien punkt x ∈ X.

Miara jest określona nastȩpuja̧co: µ(A) = 0 gdy x /∈ A oraz µ(A) = 1 gdy x ∈ A.
• Miara atomowa: W przestrzeni X wybieramy pewien podzbiór przeliczalny

Q = {qn : n ∈ N} (elementy tego zbioru bȩdziemy nazywać atomami miary µ) oraz
ustalamy pewien cia̧g liczb dodatnich pn (zwanych masami atomów). Miara jest
określona nastȩpuja̧co:

µ(A) =
∑

n:qn∈A

pn.

(Intuicyjnie: miara zbioru jest równa sumie mas zawartych w nim atomów).
• Szczególnym przypadkiem miary atomowej jest miara jednorodna (licza̧ca) na

zbiorze skończonym: Przestrzeń X jest zbiorem skończonym. Atomami sa̧ wszystkie
punkty, a ich masy sa̧ równe 1. Można ta̧ miarȩ unormować (tzn. przeskalować tak
aby µ(X) = 1) dziela̧c wszystko przez #X. Wtedy miara zbioru wyraża siȩ wzorem

µ(A) =
#A

#X
.

Jest to tzw. miara probabilistyczna jednorodna (czȩsto stosowana w kombinato-
rycznym rachunku prawdopodobieństwa: opisuje sytuacjȩ, gdzie wszystkie zdarzenia
elementarne sa̧ jednakowo prawdopodobne).
• Podamy teraz przykÃlad miary, która nie jest cia̧gÃla z góry. Niech X = N,

F = 2X , a µ niech bȩdzie miara̧ licza̧ca̧. Niech An = {n, n + 1, n + 2, . . . }. Wtedy,
dla każdego n, µ(An) = ∞, a wiȩc lim µ(An) = ∞. Natomiast

⋂
n An = ∅ i miara

tego przekroju wynosi 0.

Dlaczego nie zawsze można przyja̧ć F = 2X?
Uzasadnimy teraz konieczność ograniczania dziedziny miary do sigma-ciaÃla mniej-

szego niż 2X , jeśli chcemy uzyskać miarȩ o pewnych poża̧danych wÃlasnościach.
Niech X bȩdzie okrȩgiem sparametryzowanym przez t ∈ [0, 1) (to znaczy utoż-

samiamy 1 = 0). Naturalna̧ “miara̧” na okrȩgu, która̧ można stosować do Ãluków
niezależnie od tego jakie dany Ãluk ma końce (otwarte czy domkniȩte, czy jeden taki,
drugi siaki), jest tzw. miara Ãlukowa, przyporza̧dkowuja̧ca Ãlukowi jego dÃlugość (mie-
rzona̧ po Ãluku). Równoważnie, jest to miara ka̧towa unormowana (czyli podzielona
przez 2π). Miara ta ma na Ãlukach wÃlasność niezmienniczości na obroty: każdy Ãluk
ma taka̧ sama̧ miarȩ jak jego obraz przez dowolny obrót okrȩgu.

Chcielibyśmy tȩ miarȩ rozszerzyć na jakieś sigma-ciaÃlo (rodzina Ãluków nie jest
nawet ciaÃlem), aby byÃla to prawdziwa miara przeliczalnie addytywna na sigma-ciele.
Chcemy przy tym, aby nadal byÃla to miara niezmiennicza na obroty (w przyszÃlości



pokażemy zreszta̧, że każda miara określona na sigma-ciele zawieraja̧cym Ãluki i
zgadzaja̧ca siȩ na Ãlukach z miara̧ Ãlukowa̧, musi być niezmiennicza na obroty - teraz
jednak postawimy ten warunek jako nasze wymaganie). Pokażemy, że miara taka
NIE MOŻE być określona na wszystkich podzbiorach okrȩgu.

Skonstruujemy zbiór A, taki, że żadna miara skończona i niezmiennicza na obroty
nie może mieć poprawnie określonej wartości na A.

Na pocza̧tek wprowadźmy na okrȩgu relacjȩ: t ≈ s ⇐⇒ |t − s| ∈ Q. Jest to
relacja równoważności o klasach przeliczalnych: klasa punktu t jest przeliczalnym
zbiorem postaci [t] = {t− q : q ∈ Q ∩ [0, 1)} (dodawanie i odejmowanie traktujemy
tu modulo 1, to znaczy do wyniku, w razie potrzeby dodajemy lub odejmujemy
1, tak aby otrzymać liczbȩ z przedziaÃlu [0, 1)). Dwie klasy sa̧ oczywíscie ba̧dź
sobie równe, ba̧dź rozÃla̧czne (jest tak dla każdej relacji równoważności). Niech A
bȩdzie selektorem z tych klas, to znaczy zbiorem zawieraja̧cym po dokÃladnie jednym
elemencie z każdej klasy (w tym miejscu korzystamy z aksjomatu wyboru!)

Zauważmy nastȩpuja̧ce wÃlasności zbioru A:
1. zbiory A + q (q ∈ Q ∩ [0, 1)) sa̧ parami rozÃla̧czne;
2. suma tych zbiorów równa siȩ X.
Uzasadnienie 1-ki: Przypuśćmy, że A + q1 i A + q2 zawieraja̧ wspólny punkt t,

gdzie q1 6= q2. Czyli t = a1 + q1 = a2 + q2 (dodawanie mod 1), gdzie a1, a2 ∈ A.
Zatem |a1 − a2| = |q1 − q2|, co oznacza, że a1 ≈ a2. Ponieważ A zawiera tylko po
jednym elemencie z każdej klasy, musi być a1 = a2, a co za tym idzie, q1 = q2,
sprzeczność.

Uzasadnienie 2-ki: Niech t ∈ X. Wtedy A zawiera punkt a klasy [t], jest on
postaci a = t − q, gdzie q ∈ Q ∩ [0, 1). Wobec tego zbiór A + q zawiera a + q =
t− q + q = t. Zatem t należy do sumy po wszystkich q zbiorów A + q.

Teraz trzeba zauważyć, że suma
⋃

q∈Q∩[0,1) A + q jest przeliczalna, oraz że z
niezmienniczości miary na obroty wszystkie skÃladniki tej sumy maja̧ jednakowe
miary, powiedzmy ε ≥ 0 (obrót okrȩgu o ka̧t 2πα opisuje siȩ algebraicznie wÃlaśnie
jako dodawanie t 7→ t + α (modulo 1), zatem A + q jest obrazem zbioru A przez
obrót o ka̧t 2πq). Czyli, numeruja̧c liczby wymierne z [0, 1) jako q1, q2, . . . możemy
napisać:

1 = µ(X) = µ
(⋃

n

· (A + qn)
)

=
∑

n

ε.

Jeśli ε = 0, to prawa strona jest zerem, jeśli zaś ε > 0, to prawa strona jest
nieskończonościa̧. Nie można uzyskać równości prawej strony z 1-ka̧ (ani żadna̧
inna̧ liczba̧ skończona̧).


